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nance of the reflected light rises the more sharply, the more absorption is in the glass. 
It is found experimentally that гДИф>гд where гДИф is the diffuse-reflection coefficient 
for the diffusely incident light and гд is that for a=0°.
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УДК 535.36
Н. Н. Роговцов
ПЕРЕНОС ИЗЛУЧЕНИЯ В ПОГЛОЩАЮЩИХ, 
РАССЕИВАЮЩИХ СРЕДАХ КАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЫ
Геометрические и физические характеристики границ реальных и мо­
дельных рассеивающих, поглощающих сред могут быть весьма разно­
образными и в существенной степени определять закономерности пере­
носа излучения. Поэтому важным вопросом является исследование влия­
ния свойств границы рассеивающего, поглощающего тела на процесс 
переноса в нем. Один из возможных аналитических методов решения та­
кого типа проблем был предложен в работах [1—6]. Этот подход в зна­
чительной степени основан на получении следствий из общих соотноше­
ний инвариантности, которые связывают между собой решения различ­
ных или однотипных задач. Следует подчеркнуть, что указанные соотно­
шения, выведенные в [1—5] из физических соображений или на основе 
метода инвариантного доопределения прямо из уравнения переноса, 
можно применять для исследования переноса излучения в объектах 
произвольной конфигурации, которые не обладают какой-либо содер­
жательной симметрией. Ряд конкретных следствий упомянутых выше 
соотношений для таких сред был найден в [4—6]. Наличие же опре­
деленной симметрии задачи приводит к существенным упрощениям и 
позволяет с большей пользой использовать общие соотношения инва­
риантности при расчете характеристик полей излучения.
В настоящей работе на основе общих соотношений инвариантности 
найден ряд аналитических решений стационарных и нестационарных 
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уравнений переноса излучения для случая рассеивающих, поглощающих 
объектов, имеющих форму слоя, шара, цилиндра или правильных много­
гранников. Данные результаты позволяют в определенной степени оце­
нить влияние конфигурации объекта и подстилающих поверхностей на 
характеристики полей излучения.
Пусть рассеивающее тело Ео ограничено невогнутой полностью про­
зрачной для излучения границей а и содержит внутри себя нестационар­
ные источники, задаваемые функцией g(r, й, t)(g(r, й, t) = 0 при t<0; 
здесь и далее будут использоваться обозначения, принятые в работах 
[2—5]). Тогда из соотношений (4), (7) статьи [5] для случая консерва­
тивного рассеяния нетрудно получить следующее общее выражение для 
среднего времени t* выхода энергии излучения через границу о:
Z* = (/W1/Al0) = ^ + (j‘JpV' f g(r', 
о я 
Ко
где
j G* (г, Й, г', Й', 
й
Й', O)dQj_1 X
V0)g(r', Й', 0)dfi', (О
о
Ко
Л4П и Мг — соответственно временные моменты нулевого и первого поряд­
ков от энергии излучения, выходящего в единицу времени из тела Vo; 
v — скорость распространения излучения в среде; G* (г, й, г', й', 1/0) — 
объемная функция Грина стационарного уравнения переноса для Ео; 
_ “ о
g(r, й, 0) = j*g(r, й, t) dt-,V0=V0\o—внутренняя часть тела Vo (т. е. мно- 
о
жество точек, принадлежащих Vo, но не лежащих на о).
Предположим теперь, что тело Vo однородно и имеет форму пра­
вильного многогранника (т. е. тетраэдра, куба, октаэдра, додекаэдра, 
икосаэдра). Пусть т граней правильного многогранника облучаются 
изотропным излучением, имеющим интенсивность не зависящую
от положения на этих гранях. В этом случае из (1) с учетом симметрии 
тела Vo и закона сохранения энергии получаем такое выражение для
/* = + 4p/(vS), (2)
в (2):
(15ф
где ц (Го) и S — соответственно объем и площадь границы правильного сю оо
многогранника; t0 = j /%(/)<#/J С учетом явных выражений для р
о о
и S [7] находим следующие соотношения для второго слагаемого 
а V2/3 v (тетраэдр), 2a/3t> (куб), 2аУ2 /3и]/3 (октаэдр), 
+ 7 |5) a/3v ]/5 (5 + 2 J/5) (додекаэдр), (3 + 1^5) a/3v У 3 (икосаэдр) 
(а — длина ребра соответствующего правильного многогранника). Заметим, 
что t* совершенно не зависит от коэффициента рассеяния.
Если %(t) = const =/0 (т. е. т граней облучаются стационарным излу­
чением с указанными выше свойствами), то непосредственно из стацио­
нарного аналога уравнения (4), выведенного в работе [2], с учетом 
симметрии задачи находим для случая консервативного рассеяния сле­
дующее выражение для средней интенсивности излучения в центре опи­
санной сферы правильного многогранника:
(3)
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где 0—нулевой радиус-вектор, определяющий центр описанной сферы,.. 
/(...) — интенсивность излучения (п = 4, 6, 8, 12, 20; Формулы
(2), (3), помимо того, что представляют самостоятельный интерес, мо­
гут служить тестами для апробации численного метода. Частный случай 
формулы (3) для изотропного рассеяния и ц = 6 был получен другим 
способом ранее в [8]. Выражения (2), (3) справедливы для любых инди­
катрис рассеяния.
Предположим, что рассеивающий объект V обладает плоскопарал­
лельной, сферической или цилиндрической симметрией свойств элемен­
тарного объема (в случае плоскопараллельной среды будем дополни­
тельно считать, что имеет место еще и симметрия относительно середины 
слоя). Пусть граница о тела V является изотропно отражающей с альбе­
до С( | п • й |), где и — внешняя нормаль к о.
Если распределение источников в теле V тоже обладает указанной 
выше симметрией, то из соотношения инвариантности (9) работы [2] с 
помощью элементарных преобразований нетрудно получить следующее 
выражение для образа по Лапласу Т(г, (2, р, V) от интенсивности излу­
чения в теле V:
7(г, й, р, V)=7(r, й, р, Уо) +
С(|п -Й |) х
о = (1/л®1) f С(|п'-Й'|)|п'-Й'|/(г', Й', р, V0)dQ',
Q+
= 1 — (1 /л) J J dot J |п" • й"| d£i" у
/ аг й_ й+
X |п'.Й'|СДГ', Й', г", й", р, V0)dQ'. (5)
Здесь Ео — тело V, в котором изотропно отражающая граница заменена 
полностью прозрачной для излучения поверхностью си; радиус-вектор 
г' в (5) задает точки на щ; Т(т, Й, р, Vo) и G*(r, й, г', й\ р, Vo) — пре­
образования Лапласа соответственно от интенсивности излучения в 
объекте Vo (когда он содержит такие же источники, как и тело V) и 
функции Грина нестационарного уравнения переноса для случая тела Vo; 
г задает точки внутри V или Vo. Итак, формула (4) сводит решение за­
дач теории переноса излучения в рассеивающем, поглощающем теле V 
(при наличии указанной симметрии), ограниченном изотропно отражаю­
щей границей, к расчету полей излучения в среде Vo, не имеющей под­
стилающей поверхности.
Если в среде имеет место консервативное рассеяние, а С(|п-й|) = 
= np = const, то из соотношения (!3) работы [4] с учетом закона сохра­
нения энергии нетрудно найти для t'f (среднее время поглощения энер­
гии излучения границей тела V) такое выражение:
П = Z*4-pte»(l —яр)-1, (6)
где величина w равна InD/v, 2nD/3v, nD/v соответственно для слоя, ша­
ра,-цилиндра (o = const, D — толщина слоя или диаметр шара, цилинд­
ра); t* надо вычислять по формуле (1), причем в последней под Vo надо 
понимать тело V, в котором изотропно отражающая граница заменена 
на полностью прозрачную для излучения поверхность. Формула (6) 
справедлива для любого распределения первичных источников g(r, й, t) 
в V и сводит вычисление t f к расчету t* для тела Vo, уже не имеющего 
в отличие от V подстилающей поверхности.
Рассмотрим однородный шар Vo, ограниченный полностью прозрач­
ной границей о и содержащий внутри себя любые стационарные источни-
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ки g(r, й). В данном случае из стационарных аналогов соотношений 
инвариантности (9) или (1), выведенных соответственно в работах [2] 
и [4], с учетом асимптотики функции Грина для бесконечной однород­
ной среды Too (см., например, [9]) можно получить ряд оценок и асимп­
тотик для интенсивности излучения в центре шара (в указанных соот­
ношениях в качестве V* надо брать V<x>). Выпишем здесь для примера 
только асимптотику для средней интенсивности излучения в центре опти­
чески толстого консервативно рассеивающего шара для случая сфериче­
ской индикатрисы рассеяния. Она имеет вид
С/(0, Й, Vo)dQ = 7c.p(0)- 
4л J
За2(16л2т0)_1 X
X (1 — (х*/т0))Г4-0(а2Г/То), т0—>оо, (7)
где /1р(0)- средняя интенсивность излучения в центре шара Vo, «погру­
женного» в Vm вместе с источниками; а — коэффициент ослабления; F = 
— J j dV f g (r, fl) dQ; т0 — оптический радиус шара; 0 — нулевой вектор, 
о а
Ио
задающий центр шара; х* = J f do' J (n'-ft')2/(r', О', V0)dQ'/F (О^х*^ 
o' а+
<1).
Формулу (7) можно использовать при расчете среднего времени t* 
поглощения энергии излучения изотропно отражающей границей (с по­
стоянным альбедо) консервативно рассеивающего оптически толстого 
однородного шара, когда в его центре находится импульсный точечный 
изотропный источник. Соответствующая асимптотика имеет вид
ti — tq (2аи)-1 + (х* + 4лр (3(1 — лр))_1)(т0/аи) +
+ 0(1/ау), т0-> оо. (8)
Заметим, что при 1—лр<С1 неопределенность для значений х* практи­
чески не влияет на величину второго члена в (8).
Приведем еще асимптотическое выражение для 1* в случае однород­
ного оптически толстого консервативно рассеивающего шара, ограничен­
ного изотропно отражающей границей о с альбедо пр = const и имеюще­
го на внутренней стороне о изотропный полусферический точечный ис­
точник (он испускает излучение в полусферу Й-, которая определяется 
условием (п-й)<0). Из (1), (6) с учетом формулы (25) работы [10] 
получаем такое выражение для главного члёна асимптотики
_ 1
t\ ~ 2 [3 2 + 2лр (3 (1 — лр))-1](аи)-1т0,
(9)
Найдем теперь явные выражения для /*, когда внутри плоскопарал­
лельных, сферически или цилиндрически симметричных однородных 
поглощающих сред, ограниченных изотропно отражающими границами 
с anb6eAO-np=const, находится точечный мононаправленный источник. 
Посредством элементарных преобразований из соотношений (13), (14) 
работы [4] находим следующие формулы для t* соответственно для слоя, 
шара, цилиндра:
Н = ^0 + + 2лрт0 (хс^)-1 £2 (т0)
Ъх = 1 — 2лр£3(т0);
(Ю)
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i\ — to + 1 + -—/* 2 I— (1 + 2т0 + 2to) exp(— 2t0)],
XUO2T0
+-^-[(1 + 2т0)ехр(—2т0)— 1];
2tq
2t0 coscp''.
sin 0 /
d0,
sin0 )
где — расстояние от источника до границы тела вдоль луча, исходя­
щего из него в направлении испускания излучения; to — средняя длитель­
ность импульса источника; т0 — оптическая толщина слоя или оптический 
радиус шара, цилиндра; х — коэффициент поглощения; Еп(х) — 
— f и,л~2 ехр (—x/p)dp. При отсутствии поглощения (х = 0) последние 
о
слагаемые в формулах для t\ будут равны 2лрО/(о(1—пр)) (слой), 
2лр£)/(3о(1—пр)) (шар), лрО/(о (1 — яр)) (цилиндр). Эти выражения на­
глядно демонстрируют влияние формы границы на величину t\.
Если мононаправленный точечный источник стационарен, то из соот­
ношений (13), (14) работы [4] следует, что отношения энергии излуче­
ния Е, поглощенной в единицу времени границей тела, к мощности ис­
точника Ео имеют вид
(Е/Ео) = (1 — пр) ЬТ1 exp (— xg*) (слой),
(Е/Ео) = (1 — пр) ЬТ1 ехр (— хВ*) (шар),
(Е/£о) = (1 — пр) &Г1 ехр (— хВ*) (цилиндр).
Формулы, приведенные в данной работе, в явном виде иллюстрируют 
влияние конфигурации среды и наличия подстилающих поверхностей на 
Перенос излучения в ней. Полученные здесь и в [4—6] результаты пока­
зывают, что подход, предложенный в [1—6] (см. также ссылки в них), 
позволяет аналитическими средствами решить достаточно широкий круг 
задач теории переноса излучения в рассеивающих поглощающих средах 
различной формы.
Summary
Using the general invariance relations, a series of exact and asymptotic solutions 
is found to steady- and unsteady-state equations of radiation transfer for the case of 
scattering and absorbing objects having the form of a layer,, sphere, cylinder or regular 
polyhedrons. The obtained results allow estimation to a certain extent of the effect of 
the medium configuration and properties of underlying surfaces on characteristics of 
radiation fields.
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